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RESUMEN

El articulo describe el tratamiento y conocimiento de la incertidum-
bre asociada a la medida de una magnitud segun las directrices mar-
cadas por The Guide to the Expression of Uncertainty in Measure-
ment (GUM) y de como influye esta incertidumbre en el conocimiento
de la magnitud medida. Hoy en dia el conocimiento es fundamental.
Es la clave para el éxito en la empresa mantener y generar innova-
cion, ser competitivos. Cada vez se cuantifica mas, el conocimiento
es numero, el conocimiento es medir, el conocimiento son cifras. Si
esas cifras no se expresan adecuadamente pueden dar lugar a dife-
rentes interpretaciones y en algunos casos, confusiones. Es, por
tanto, necesario que las medidas se realicen con una calidad que
viene determinada por el célculo de incertidumbres asociado a la
medida realizada. En el articulo se explica la evolucion en el trata-
miento de una medida, desde el uso del concepto de error de medida,
ya obsoleto, al concepto de incertidumbre de medida. Se repasan
los diferentes tipos de incertidumbre asi como los llamados facto-
res de influencia. Ademas, se propone usar el método de Montecarlo
aplicado en hoja de calculo Excel como método alternativo sencillo
para cuando el tratamiento convencional del calculo de incerti-
dumbres por el método de la propagaciéon de varianzas se hace
demasiado complicado por tener que trabajar con un nimero ele-
vado de variables de entrada, o se necesite validar un procedimiento
clasico de medida de incertidumbres por el método de la propaga-
cion de varianzas con el uso de otro método alternativo con el objeto
de comparar los resultados y poder realizar una validacion.
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ABSTRACT

The article describes the processing and knowledge of the
uncertainty associated to magnitudes measurement according
to the GUM guidelines. Nowadays knowledge is essential. It is
the key to obtain results, to generate innovation and to become
competitive. Increasingly more quantified, knowledge is num-
ber, knowledge is measured, knowledge are figures. If these
figures are not expressed properly, they can result in diffe-
rent interpretations and in some cases, confusion. It is, there-
fore, necessary that the measures are carried out with a qua-
lity that is determined by the calculation of uncertainties
associated to the performed measurement. This article dis-
cusses the evolution in the treatment of a measure, from the
use of the concept of measurement error, now obsolete, to the
concept of uncertainty of measurement. The different types
of uncertainty as well as the so-called factors of influence are
reviewed. It also intends to use the Monte Carlo method applied
in Excel spread sheet as an easy alternative when conventio-
nal treatment of the calculation of uncertainties by the method
of propagation of variances becomes too complicated because
of the need of working with a large number of input variables,
or it is needed to validate a procedure classic measure of uncer-
tainty by the method of propagation of variances with the use
of other alternative method in order to compare the results and
to be able to perform validation.
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La importancia de la media
Contar, pesar y medir son actividades que
se remontan a los origenes de la huma-
nidad. Ya en los tiempos remotos del
Egipto faradénico, hace mis de 5.000
afios, la construccion de las grandes pird-
mides requeria un sistema de medicién
muy refinado. A aquellos que olvidaban
su deber de calibrar el patrén de longi-
tud las noches de luna llena se les apli-
caba la pena de muerte. Tal era el castigo
derivado de la norma establecida por el
grupo de arquitectos reales, responsables
de la construccién de templos y pirdmi-
des en el antiguo Egipto de los Faraones,
3.000 afos a. C. (Pachén, 2002). Su
patrén de longitud era el “codo real”,
basado en la magnitud del antebrazo del
faraén. El codo maestro estaba realizado
en granito negro y era el patrén con el
cual se comparaban y calibraban todas
las varas de codo empleadas en la obra.
El no hacerlo se pagaba con la muerte.
Actualmente, los intercambios comer-
ciales exigen la certificacién de la calidad
de los productos siguiendo normas inter-
nacionales como la ISO 9001-2000 para
gestion de calidad, y la ISO 22000-total
para la gestién de seguridad alimentaria.
Las especificaciones de los productos
deben reflejar la calidad de los resulta-
dos de la medicién, lo que implica pro-

porcionar una medida de la exactitud y
de su grado de dispersi6én o incerti-
dumbre asociada.

Por ejemplo, cada vez mds un mayor
ndmero de decisiones se basan en anili-
sis quimicos cuantitativos, bien sea para
expresar los rendimientos de procesos,
para saber si las caracteristicas de los mate-
riales estin de acuerdo con las especifica-
ciones o para valorar econémicamente y
después, en funcion de los resultados
numéricos obtenidos, tomar decisiones.
En los resultados de una medicién no se
pueden duplicar las interpretaciones, el
resultado es tnico, con la incertidumbre
que lleva asociada la medida.

El cliente recurre a un laboratorio
porque necesita resolver un problema y
confiar en los resultados obtenidos. Es el
analista quien debe garantizar que los
resultados son adecuados para el uso des-
tinado, para resolver el problema del
cliente y es también quien debe expresar
estos resultados de manera que el cliente
pueda entenderlos y utilizarlos para
tomar decisiones.

Concepto de medida

Una medida proporciona informacién
sobre una propiedad de algo. Puede indi-
car cuin pesado es un objeto, su tempe-
ratura o su longitud. Una medida pro-
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porciona un nimero para esa propiedad.
Las medidas siempre se realizan utili-
zando algin tipo de instrumento: reglas,
crondémetros, termémetros etcétera.

La calidad de la medida viene deter-
minada por la incertidumbre asociada.
Metrolégicamente, la incertidumbre es
un pardmetro asociado al resultado que
expresa la desviacion que puede tener
el mensurando. Por medio de la incerti-
dumbre se expresa la duda acerca de la
validez de un resultado. Por tanto,
expresa la calidad de la medida realizada.

Inicios del calculo de la
incertidumbre de medida

El concepto de incertidumbre asociada
a una medida es relativamente moderno.
Empieza a desarrollarse a finales de la
década de 1970 y a principios de la de
1980. Hasta entonces siempre se habia
utilizado el concepto de error pero este,
al igual que el cdlculo de errores, ya ha
quedado obsoleto.

Fue a principios de 1978 cuando el
Comité Internacional de Pesas y Medi-
das (CIPM) se dio cuenta de la necesidad
de definir de forma razonada y coherente
el célculo de las incertidumbres. Enton-
ces el CIPM mandé a su oficina la BIPM
que elaborara una encuesta para mandar
a distintos centros e institutos cientificos,
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y estos respondieron enseguida plante-
ando el mismo tipo de cuestiones. Des-
pués de esto, el CIPM mand6 a ISO que
estudiara el tema y de ahi salié en 1980
la primera recomendacién sobre el cil-
culo de la incertidumbre de medida, que
no ocupaba més de una hoja. Posterior-
mente, se dedicaron conjuntamente al
mismo tema siete organizaciones inter-
nacionales: la Oficina Internacional de
Pesas y Medidas (BIPM), la Comisién
Internacional de Electrotecnia (IEC), la
Federacién Internacional de Quimica
Clinica y Biologia Médica (IFCC), la ya
mencionada Organizacion Internacional
de Normalizacién (ISO), la Unién Inter-
nacional de Quimica Pura y Aplicada
(IUPAC), la Unién Internacional de
Fisica Pura y Aplicada (IUPAC) y la
Organizacién Internacional de Metrolo-
gia Legal (OIML). En 2005 se unié la
Cooperacién Internacional de Acredita-
ci6n de Laboratorios (ILAC). Dichas ins-
tituciones mantienen activo un grupo de
trabajo sobre la Guia para la Expresién

de la Incertidumbre de Medida (GUM).

Evolucién en el tratamiento de la
incertidumbre de medida
La evolucién en el tratamiento de la
incertidumbre de medida, desde el enfo-
que del error hacia el enfoque de la incer-
tidumbre, sigue una evolucién légica:
medir, cometer errores, corregirlos, tener
en cuenta esas correcciones o las incer-
tidumbres de las propias correcciones
y, finalmente, valorar la incertidumbre
de la medida. Estos pasos son la secuen-
cia adecuada para llegar a definir la
calidad de la medicién vy, por tanto, tam-
bién la calidad del resultado de la medida.
En el enfoque del error el objetivo de
la medicién es obtener una estimacién
del valor verdadero, inexistente en teo-
ria, tan préxima a ese valor verdadero
unico como sea posible. Por otro lado,
en el enfoque novedoso de la incerti-
dumbre esta se manifiesta como un pari-
metro asociado con el resultado de una
medida que caracteriza la dispersién de
los valores que podrian, razonablemente,
serle atribuidos (Prieto, 2011).

Diferencia entre error

e incertidumbre

Es importante no confundir el término
“error” con el concepto “incertidumbre”.
Error es la diferencia entre el valor
medido y el valor verdadero de la pieza
que se mide, mientras que la incerti-
dumbre es una cuantificacion de la duda
sobre el resultado de la medida. Es posi-
ble realizar correcciones para mitigar los
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efectos producidos por los errores cono-
cidos, pero todos aquellos errores cuyo
valor no se conoce constituyen una fuente
de incertidumbre. Si el origen de los
errores fuese conocido, la componente
sistemdtica del error, el sesgo, podria ser
corregido. Sin embargo, los errores al
azar cambian de una determinacién a otra
y generan una duda cuantificable con la
incertidumbre. De este modo, si la esti-
macién de la incertidumbre de un pro-
cedimiento analitico o de un determi-
nado tipo de muestra es conocida, se
puede aplicar para todas las determina-
ciones, puesto que la incertidumbre no
se puede corregir.

Importancia del concepto de
incertidumbre en la medida

Uno de los aspectos interesantes del con-
cepto de incertidumbre de medida es la
posibilidad de aumentar la calidad de
medida y ayudar a comprender su resul-
tado. Cuando hay un margen de duda
sobre una medida es necesario pregun-
tar: (Cudn grande es el margen o inter-
valo? ;Cudl es el nivel de confianza?
¢Cémo estamos de seguros de que el
valor verdadero de la medida esté den-
tro del intervalo?

Ademis, tras el proceso de calibracién
de la incertidumbre de medida se debe
indicar el certificado de calibracién, que
deberd ser correctamente comprendido
e interpretado.

También a la hora de realizar un test
se debe conocer la incertidumbre aso-
ciada para poder aplicar correctamente
un determinado criterio de aceptacion o
rechazo. En la redaccion de las especifi-
caciones que debe cumplir un producto
la incertidumbre asociada decide si el pro-
ducto cumple los requisitos de calidad.

Para poder valorar la incertidumbre
total hay que aislar y analizar cada com-
ponente para poder conocer su contri-
bucién. Cada una de esas contribuciones
es un componente de la incertidumbre
total y al expresarlo como desviacién
estindar se obtendrd la incertidumbre
estandar. En caso de haber correlacién
entre los componentes, se tendria que
tener en cuenta la covarianza.

Estadistica basica aplicada al
calculo de incertidumbres

Hay un dicho muy empleado entre los
sastres artesanos: “Medir tres veces, cor-
tar una”. Esto nos viene a decir que es
posible reducir el riesgo de cometer un
error en el trabajo chequeando la medida
que realizar una segunda vez y una ter-
cera vez antes de proceder.
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En efecto, es de sabios realizar una
medida al menos tres veces, pues reali-
zando solo una medida un determinado
error podria pasar totalmente inadvertido.
Empero, si se realizan solo dos medidas y
estas no coinciden no podremos estar
seguros de cuidl de ellas es la correcta.
Ahora bien, si realizamos tres medidas y
dos de ellas coinciden entre si mientras
que la tercera es muy diferente, enton-
ces podemos sospechar de la tercera.

Por tanto, se deben realizar al menos
tres intentos para cualquier medicion. La
incertidumbre de medida no solo estd
ligada al error del operador, sino que hay
otras buenas razones para repetir las medi-
das muchas veces. En consecuencia, se
puede incrementar la informacién acerca
de una medicién tomando un ndmero
determinado de lecturas y aplicindoles
luego unos cilculos bésicos estadisticos
para encontrar su valor promedio o media
aritmética y su desviacién estindar.

Si hay variaciones en las lecturas
cuando estas se repiten, es mejor tomar
varias lecturas y hallar su valor prome-
dio. El valor promedio proporciona una
estimacion del valor verdadero. El valor
promedio o media aritmética se muestra
usualmente con un simbolo con una
barra en la parte superior, en este arti-
culo utilizaremos el simbolo p para desig-
nar la media:

u=x, ;= Exc,i/n[

El término n_indica el nimero de lec-
turas realizadas.

Cuanto mayor sea el nimero de lec-
turas realizadas mejor serd la estimacién
del valor real de la medida. Empero lo
ideal seria encontrar la media de un con-
junto infinito de valoresy, por tanto,
lograr la mejor estimacién de esta. En
realidad, serfa imposible efectuar un
ndmero infinito de medidas.

No se puede dar una recomendacién
general para el nimero de medidas que
realizar, ya que este depende de las con-
diciones y exigencias de cada medicién
especifica. En pocos casos se recomienda
o0 se requiere un numero mayor de 10; 10
medidas tomadas convenientemente son
suficientes y simplifican los cdlculos arit-
méticos. Usando 20 medidas solo obten-
drfamos una mejora muy sutil respecto a
los resultados de las 10 medidas y emplear
un nimero mayor de medidas, por ejem-
plo, 60 solo mejoraria muy levemente los
resultados obtenidos con las 20 medi-
das a cambio de un esfuerzo realizado
enorme para nuestros propésitos y el
empleo de un tiempo excesivo.
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Ejemplo de calculo

Supongamos que como resultado de un
proceso de medici6n se han realizado 10
lecturas, que son estas: 5,9, 8, 6, 8,7, 6,
8,6y9. La suma total es 72 y el valor pro-
medio de las 10 lecturas es p=72/10 = 7,2.

Debe calcularse la dispersién cuando
se obtienen diferentes resultados al repe-
tir la medida de un mismo parimetro. La
dispersién de los valores proporciona
informacién sobre la incertidumbre de
medida. Conociendo la dispersién pode-
mos valorar la calidad de la medida o la
bondad del procedimiento utilizado para
la realizacion de las medidas.

Algunas veces es suficiente conocer el
intervalo entre el valor maximo y el
minimo. Pero la toma de pocos valores
de medida puede ser insuficiente para
tener informacién completa sobre la dis-
persién de las medidas en el intervalo
considerado. Una dispersién grande
podria producirse porque solo una de las
medidas fuera muy diferente respecto de
las otras.

Usualmente, para cuantificar la disper-
sion se utiliza la desviacion estindar, que
indica la diferencia entre las lecturas indi-
viduales y el valor medio de las lecturas.

Hay que tener en cuenta que, aproxi-
madamente, dos tercios de todas las lec-
turas tomadas en una medici6én caen den-
tro del intervalo determinado por = la
desviacién estdndar de la media, es decir,
+ 1o. Ademis, el 95% de todas las lectu-
ras caerdn dentro del intervalo de = dos
desviaciones estindar: +20. En la figura
1 podemos ver la representacién gri-
fica para la distribucién gaussiana.

El valor verdadero de la desviacién
estindar solo puede obtenerse a partir de

infinitas lecturas. Por tanto, a partir de
un nimero limitado de lecturas solo serd
posible encontrar una estimacién de la
desviacion estdndar. La desviacion estdn-
dar se calcula como:

6,,=S=VI3(x, -%.) fln.- 1)

Para el ejemplo anterior _ =1,398
Fuentes de incertidumbres
Muchas cosas pueden hacer que una
medicion tenga incertidumbre, y los
defectos en la medicién pueden ser
visibles o invisibles, pues los procesos de
medicién reales nunca se realizan en per-
fectas condiciones y menos en entornos
industriales. Podemos distinguir varios
tipos de errores:

a) Errores asociados con el ins-
trumento de medida utilizado. El ins-
trumento de medida puede ser objeto de
errores propios debido a cambios sufri-
dos por envejecimiento, desgaste, deriva,
escasa legibilidad, ruido eléctrico (para
los instrumentos eléctricos), vibraciones
y muchos otros problemas.

b) Errores relacionados con el dis-
positivo que esti siendo medido. Pues
puede que dicho dispositivo no sea estable.

¢) Errores debidos al procedimiento
de medicién. Puede que el proceso de
medicién sea dificultoso de realizar.

d) Incertidumbres importadas. El
instrumento con el que se van a realizar
las medidas tiene que estar calibrado. La
calibracién del instrumento viene validada
por su correspondiente certificado de cali-
bracién, en el que debe indicarse clara-
mente la incertidumbre de uso del ins-
trumento de medida. Esto no es ni mds ni

Figura 1. Distribucion normal o de Gauss con porcentaje de confianza.
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menos que la primera de las incertidum-
bres que considerar en el resultado de las
medidas obtenidas en la prictica cuando
se realice un proceso de medicion.

e) Errores del operador. Algunos
tipos de medicién dependen en gran
medida de la experiencia y habilidades
del operador. Una persona puede ser
mejor que otra a la hora de efectuar
mediciones delicadas. Sin embargo, este
tipo de errores no se suelen considerar
en el cilculo de incertidumbres, pues se
parte de la base de que el personal encar-
gado de realizar las medidas tiene la expe-
riencia y cualificacién adecuadas.

f) Problemas de muestreo. El mues-
treo utilizado para la toma de medidas
tiene que ser representativo de la mag-
nitud que se quiere medir.

g) Errores debidos a las condiciones
del entorno. La temperatura, la presion
atmosférica, la humedad y muchas otras
condiciones pueden afectar al instrumento
de medida o al propio mensurando.

Cuando el tamaiio y el efecto de un
error son conocidos, como el resultado
de una calibracién, se puede aplicar una
correccion determinada al resultado de
la medida. No obstante, en general, las
incertidumbres de cada una de estas fuen-
tes, incluso de tantas otras, se conside-
ran contribuciones de entrada que vie-
nen a engrosar el conjunto total de las
incertidumbres de la medida.

Generalizacion de los tipos de
incertidumbres de medida y su
representacion

Las incertidumbres se pueden agrupar en
dos tipos: aleatorias y sistemdticas.

— Aleatorias. Son aquellas que se
producen cuando al repetir una misma
medida varias veces los resultados son
aleatoriamente distintos. Asi pues, cuan-
tas mds medidas se tomen al calcular el
valor medio mejor valor estimado del
resultado de la medida se obtendra.

— Sistemadticas. El resultado de la
medida viene siempre acompaifiado del
mismo error para cada muestreo repe-
titivo realizado. La repeticion de las
medidas no mejora en este caso el resul-
tado final. Es necesario cuantificar el
error sistemdtico o sesgo inherente a una
medida determinada y o bien realizar un
ajuste del instrumento para corregir el
error sistematico o, si esto no es realiza-
ble, aplicar un valor de correccién.

La representacién de la incertidum-
bre se realiza ficilmente haciendo uso de
la funcién de distribucién de probabili-
dad (PDF) de los resultados obtenidos al
realizar las medidas.
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Extension de la incertidumbre

La extensi6n o diseminacion de los valo-
res obtenidos al realizar una medida
puede tomar distintas formas que reciben
el nombre de PDE. Una de las mds comu-
nes y utilizadas es la distribucién normal
o de Gauss (figura 1), caracterizada por
su forma de campana al representar bidi-
mensionalmente en el eje de ordenadas
los valores de referencia y en el eje de abs-
cisas los valores de las lecturas.

No son incertidumbres de medida:

— Los errores cometidos por los ope-
radores. Estos no se deben contabilizar
como contribuciones a la incertidumbre.
Deben reducirse tratando de trabajar cui-
dadosamente y supervisando el trabajo
realizado.

— Las tolerancias. Son limites de
aceptacion vinculados a unas determina-
das especificaciones de un producto.

— Las especificaciones. Indican qué
se puede esperar de un determinado pro-
ducto, incluyendo cualidades no técni-
cas como la apariencia.

— Laimprecision. Imprecisiéon e
incertidumbre no son sinénimos, aun-
que desafortunadamente la palabra
precisién no se utiliza siempre adecua-
damente. Hablando de forma correcta
precision es la proximidad entre las indi-
caciones o los valores obtenidos en medi-
ciones repetidas de un mismo objeto, o
de objetos similares, bajo condiciones
especificadas, mientras que incertidum-
bre es un pardmetro no negativo que
caracteriza la dispersion de los valores
atribuidos a un mensurando, a partir de
la informacioén utilizada (Prieto, 2011).

Calculo de la incertidumbre de
medida

Para calcular la incertidumbre de una
medida deben identificarse en primer

lugar las fuentes de incertidumbre en la
medida que realizar.

Los tipos de incertidumbres enuncia-
dos en el apartado Fuentes de incertidum-
bre se suelen clasificar en dos grandes
grupos: Ay B. La evaluacién tipo A de la
incertidumbre es el método de cilculo
de la incertidumbre mediante el andli-
sis estadistico de una serie de observa-
ciones. En este caso, la incertidumbre es
la desviacién experimental de la media
que se deriva de un procedimiento pro-
mediado o de un anilisis de regresion
(CEM, 2010).

La evaluacion tipo B de la incerti-
dumbre es el método de evaluar la incer-
tidumbre mediante un procedimiento
distinto del anilisis estadistico de una
serie de observaciones. En este caso, la
estimacién de la incertidumbre se basa
en otros conocimientos cientificos. La
influencia de cada componente sobre la
incertidumbre no suele ser comparable.
Por ello, a la hora de calcular la estima-
cién total de la incertidumbre solo se tie-
nen en consideracion los componentes
mads influyentes (CEM, 2010).

Evaluacion de incertidumbre tipo A

En la mayoria de los casos la repeticién
de » medidas dard como resultado una
distribucién de probabilidad normal o de
Gauss. Entonces, la incertidumbre aso-
ciada viene dada por:

Incertidumbre tipo B

Se da cuando la informacién sobre los
valores que pueda tener una variable es
escasa y tan solo se puede estimar unos
limites inferior y superior de incerti-
dumbre. Es posible asumir que se distri-

Figura 2. Resumen de las PDF mas utilizadas en el calculo de incertidumbre.

Utilizada para medidas

buye uniformemente y aplicar los pari-
metros que aparecen en la tabla 1. O en
otro caso utilizar una PDF particulari-
zada segun los casos.

Combinacién de incertidumbres

La incertidumbre debe presentarse en
forma de distribucién estindar. Una vez
calculadas las incertidumbres tipo A 'y
tipo B, estas se combinan de una forma
cuadritica y dan lugar a la incertidum-
bre estindar combinada #_

En el caso de que entre las variables
exista dependencia la expresién de la
incertidumbre debe incluir la covarianza
entre las variables dependientes.

Para el caso mis sencillo en que los
modelos o ecuaciones utilizadas solo tie-
nen sumas y restas entre los distintos
componentes, la incertidumbre total com-
binada se calcula mediante la expresion:

Esta forma sencilla de proceder con
las incertidumbres parciales solo es posi-
ble si son independientes unas de otras.
Si estan correlacionadas, hacen falta cal-
culos adicionales y el problema se com-
plica mds cuanto mayor sea el nimero de
incertidumbres parciales que hay que
considerar.

En la tabla 2 se exponen las distintas
expresiones para el cdlculo de la incer-
tidumbre combinada segin las opera-
ciones matemdticas implicadas en la fun-
cién modelo utilizada para el cdlculo de
incertidumbres de una determinada mag-
nitud medida. En los casilleros con (*) el

Tipo A

Mudiltiples valores Campana de Gauss

Tipo B

Unico valor Uniforme o rectangular
Tipo B

Unico valor Triangular
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Medidas repetitivas

Unica medida digital

Unica medida analogica
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Incertidumbre
Incertidumbre expandida con
estandar (u) relacion al intervalo
de confianza
- v’i_ 1u=68%
. " 2 u=95%
(desviacion estandar
de la media) 3 u=99%
1 u=58%
a
u=—— = 0,
2 \‘!§ 1,65 u=95%
1,73 u=100%
1 u=65%
¢ 1,81 u=95%
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Operacion

Forma de la ecuacion

Formula para el calculo de la
incertidumbre estandar combinada

Suma o resta Z+ u(z) = X xu) + (Y £ uly)
Z+ u(z) = (X £ u) - (Y £ u(y)
Multiplicacion o division Ztu@)=X=xu®X)x (Y xuly)
Ztul)=X=xu®X)/(Y=xuly)
Potencia Xt u(x) X2+ u(x?)
Radical

Mezcla (suma, division,
potencia, y radical)

Z+u(z)=

Vx tu(Vx) VX tu(Va)

(W? tu(w?) + (X Tu(x))

(VP £ u(y3))

Tabla 2. Resumen de expresiones para el calculo de la incertidumbre combinada.

resultado de estos cilculos es la incerti-
dumbre combinada relativa. Para cal-
cular en estos casos la incertidumbre
combinada absoluta hay que multiplicar
el resultado aqui obtenido por la mejor
aproximacién del mensurando.

Incertidumbre expandida

Es norma, al emitir un certificado de cali-
bracién, expresar la incertidumbre de
forma expandida a un cierto intervalo de
nivel de confianza segin la PDF adop-
tada como respuesta de la magnitud
medida.

Para evaluar la incertidumbre expan-
dida, es necesario seleccionar el factor de
cobertura k. Este factor puede seleccio-
narse de acuerdo al tipo de distribucién.
Asi, para la distribucién normal de la
figura 1, el 95% de cobertura se calcula
con k = 1,96 o mejor por conveniencia k
=2,lo que da el 95,45% de nivel de con-
fianza, como indica la tabla 3.

En general, cuando se da la incerti-
dumbre expandida, se selecciona el valor
de 2 asumiendo que los resultados siguen
una distribucién normal al 95,5% de nivel

Tabla 3. Factores de cobertura para la distribucion normal.

de confianza. No obstante, cualquier valor
del factor de cobertura k seleccionado se
debe declarar cuando se reportan las
incertidumbres expandidas.

Una forma mds rigurosa de seleccio-
nar k es mediante la evaluacion de los
grados efectivos de libertad de la incer-
tidumbre total combinada, utilizando
la conocida expresién de Welch-Sat-
terthwaite (Fluke, 2011).

vef = w.::(y)é -
o cit-u’ (xi)
=1 vi

En donde:

uef. son los grados efectivos de liber-
tad para la incertidumbre combinada uc.

Uc. es la incertidumbre combinada.

u. es cada una de las incertidumbres a
considerar.

ci. es cada uno de los coeficientes de
sensibilidad

vi. son grados de libertad de cada
incertidumbre u considerada.

De este modo, una vez obtenidos los
grados efectivos de libertad vef. utilizamos
para evaluar la incertidumbre expandida,

Factor de cobertura k Nivel de confianza

1
1,645
1,960
2,0
2,576
3

68,27%
90%
95%
95,45%
99%
99,73%
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un factor de cobertura k que nos garantice
un nivel de confianza del 95%. Para ello,
con los grados efectivos de libertad obte-
nidos a partir de la expresién de Welch-
Satterthwaite se entra en la primera
columna de la tabla 4 y en la columna
correspondiente al 95% se obtiene el valor
del factor de cobertura k requerido.
Considerando una distribucién normal
la de la figura 1, la incertidumbre combi-
nada corresponde a una desviacién estin-
dar con un nivel de confianza del 68%. Si
se desea elevarla a otro nivel de confianza,
por ejemplo del 95%, debe utilizarse una
incertidumbre combinada correspon-
diente a dos desviaciones estindar. Por lo
que la incertidumbre combinada hay que
multiplicarla por dos. De este modo, el
producto del factor de cobertura por la
incertidumbre combinada proporcionard
en cada caso la incertidumbre expandida

U (CEA-ENAC, 1998).
U expandida = k u

El valor particular del factor de cober-
tura corresponde a un valor particular
del nivel de confianza de la incertidum-
bre expandida. Para otro tipo de funcio-
nes de distribucién el factor de cobertura
serd distinto. Y distinto también segin
el intervalo de confianza requerido como
lo indica la tabla 2.

Ejejemplo de la estimacién de la
incertidumbre en la calibracion

Caso de un calibrador o pie de rey

Para determinar la incertidumbre del
calibrador o pie de rey de la figura 2, con
resolucién 0,02 mm e intervalo de medi-
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1 0 1
Gr. Lib. ) 75% 80% 90% 95% 97,5% 98% 99% 99,5%

1 1,00 2,41 3,08 6,31 12,71 95,45 31,82 63,66 12732
2 0,82 1,60 1,89 2,92 4,30 6,21 6,96 9,92 14,09
3 076 1,42 1,64 2335 3,18 4,18 454 5,84 7,45
4 074 1,34 1,53 213 278 3,50 375 4,60 5,60
5 073 1,30 1,48 2,02 2,57 3,16 3,36 4,03 477
6 0,72 1,27 1,44 1,94 2,45 2,97 3,14 371 4,32
7 0,71 1,25 1,41 1,89 2,36 2,84 3,00 3,50 4,03
8 0,71 1,24 1,40 1,86 2,31 275 2,90 3,36 3,83
9 0,70 1,23 1,38 1,83 2,26 2,69 2,82 3,25 3,69
10 0,70 1,22 1,37 1,81 2,23 2,63 276 3,17 3,58
11 0,70 1,21 1,36 1,80 2,20 2,59 272 3,11 3,50
12 0,70 1,21 1,36 178 218 256 268 3,05 343
13 0,69 1,20 1,35 1,77 2,16 253 2,65 3,01 3,37
14 0,69 1,20 1,35 1,76 2,14 251 2,62 2,98 3,33
15 0,69 1,20 1,34 175 2,13 2,49 2,60 2,95 3,29
16 0,69 1,19 1,34 175 2,12 2,47 2,58 2,92 3,25
17 0,69 1,19 1,33 1,74 2,11 2,46 2,57 2,90 3,22
18 0,69 1,19 1,33 1,73 2,10 2,45 2,55 2,88 3,20
19 0,69 1,19 1,33 1,73 2,09 243 254 2,86 3,17
20 0,69 1,18 1,33 172 2,09 242 253 285 3,15
21 0,69 1,18 1,32 1,72 2,08 2,41 252 2,83 3,14
22 0,69 1,18 1,32 1,72 2,07 2,41 251 2,82 3,12
23 0,69 1,18 1,32 1,71 2,07 2,40 2,50 2,81 3,10
24 0,68 1,18 1,32 1,71 2,06 2,39 2,49 2,80 3,09
25 0,68 1,18 1,32 1,71 2,06 2,38 2,49 2,79 3,08
26 0,68 1,18 1,31 1,71 2,06 2,38 2,48 278 3,07
27 0,68 1,18 1,31 1,70 2,05 2,37 2,47 277 3,06
28 0,68 1,17 1,31 1,70 2,05 237 247 276 3,05
29 0,68 1,17 1,31 1,70 2,05 236 246 276 3,04
30 0,68 117 1,31 1,70 2,04 2,36 246 275 3,03
31 0,68 1,17 1,31 1,70 2,04 2,36 2,45 274 3,02
32 0,68 1,17 1,31 1,69 2,04 2,35 245 274 3,01
33 0,68 1,17 1,31 1,69 2,03 2,35 244 273 3,01
34 0,68 1,17 1,31 1,69 2,03 2,35 244 273 3,00
35 0,68 1,17 1,31 1,69 2,03 2,34 244 272 3,00
36 0,68 1,17 1,31 1,69 2,03 2,34 243 2,72 2,99
37 0,68 1,17 1,30 1,69 2,03 2,34 243 2.72 2,99
38 0,68 1,17 1,30 1,69 2,02 2,33 243 271 2,98
39 0,68 117 1,30 1,68 2,02 2,33 243 271 2,98
40 0,68 117 1,30 1,68 2,02 2,33 2,42 270 2,97

Tabla 4. Valores criticos de la distribucion ¢ de Student para dos colas.
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Figura 6. Calibrador o pie de rey.

ciéon de 0 a 150 mm, consideraremos
como contribuciones a la incertidumbre
las siguientes:

Tipo A:

— Incertidumbre por repetitividad
(@,).

Tipo B:

— Incertidumbre por resolucién del
calibrador (u,).

— Incertidumbre del patrén utilizado
(wy).

— Incertidumbre por error de Abbe
(w,).

— Incertidumbre por efectos térmi-
cos (z,).

Para el cdlculo de la #, se estima la
desviaci6n estindar de la media a partir
de n mediciones repetidas en un punto.
El cilculo se repite en cada punto donde
se calibre el instrumento, tomandose el
mayor de todos.

Suponemos que la desviacion estdn-
dar mds elevada se presenta a los 150 mm
y que las 10 lecturas dan una desviacién
de 0,019 mm y consideramos que la dis-
tribucién es normal:

En el caso de la incertidumbre por
resolucién del calibrador #,, esta queda
determinada por la minima divisién del
instrumento. Ademds se supone una dis-
tribucién uniforme:

Como de alguna manera la resolucion
del instrumento participa en el resultado
de las medidas obtenidas en el apartado de
repetitividad para la evaluacion de #1, y
siendo #2 menor que #1, tomamos solo la
mayor #1. Es decir, en el balance de incer-
tidumbres se toma en cuenta el valor més
grande entre repetibilidad y resolucién.

En lo referente a la incertidumbre del
patrén de referencia #,, en este caso es
el maestro de longitudes fijas. Es un caso
tipico de calibracién contra valores nomi-
nales, que implica no aplicar ninguna
correccién del certificado de calibracién
del patrén, donde se expresa la incerti-
dumbre expandida como:

U patrén=2 u

estandar del patrin

De modo que:

u, = Desviacién maxima +u del patrin

La desviacion maxima del patrén es la
correspondiente dentro del intervalo
de medicién del instrumento por cali-
brar. También se obtiene del informe de
calibracion. Para este ejemplo: #, =2 pm

Error de Abbe

Ernst Carl Abbe fue un cientifico alemén
que a finales del siglo XIX desarroll6 junto
con Carl Zeiss y Otto Schott las bases
de la 6ptica moderna. Uno de los errores
descubiertos en sus investigaciones sobre
la fabricacién de instrumentos de preci-
sion es el debido al llamado principio
del comparador de Abbe, de modo que el
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incumplimiento de este principio produce
lo que se conoce como error de Abbe.

El principio del comparador de Abbe
establece que la longitud que se trata
de medir y la normal de comparacion,
por ejemplo el husillo de un micréme-
tro, deben estar dispuestos continua-
mente y en linea recta. El pie de rey no
cumple el principio del comparador de
Abbe. Esto es porque aunque la longitud
que medir y la escala de la regla graduada
sean paralelas, no estan alineadas una tras
la otra, sino una debajo o encima de la
otra (v. figura 2). Por tanto, se debe con-
siderar esta contribucién a la incerti-
dumbre del instrumento.

Entonces la incertidumbre debida al
error de Abbe es un valor tipificado para
este tipo de instrumentos resultando ser:

Donde 5 es la altura de la mordaza de
medicién, que es de 40 mm tomada al
extremo de las puntas de medicién.
Como se estd realizando una calibracién
y, en consecuencia, se trata de disminuir
al minimo los errores, se colocan las pun-
tas de medicién lo mds al fondo posi-
ble, de manera que se tiene para 5 un
valor de 20 mm.

El valor # representa el juego entre el
cuerpo del calibrador y el cursor, que
es de 0,01 mm, mientras que L representa
la longitud del cursor de 53 mm.

Considerando que la calibracién se
realiza en un entorno con temperatura
controlada, despreciamos las incerti-
dumbres debidas a los efectos térmicos,
por lo que z,= 0.

La incertidumbre estindar combinada
u_viene dada entonces por la siguiente
expresion:

Considerando que al tomar 10 medi-
das se obtienen nueve grados de libertad,
es posible considerar la incertidumbre
expandida un factor de cobertura k = 2
para un intervalo de confianza del 95%
suponiendo distribucién normal. Por
ello:

U expandida=2-6,7 = 13,4 um. Que
podemos redondear a 14 zm. Por lo que:

Uexp ==+ 14 um

Caso de un multimetro digital de 3,5 digitos

La calibracién la realizamos para 10
amperios en corriente alterna a 50 her-
cios. Realizamos cuatro medidas inde-
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pendientes, que nos dan como resultado:
Media = =10,05 A
Desviaciéon = =0,02836 A = 28,4 mA
Suponemos PDF normal, por lo que:

Coeficiente de sensibilidad

El coeficiente de sensibilidad asociado a
la estimacién de entrada describe el grado
en que la estimacion de salida se ve afec-
tada por variaciones en la estimacién de
entrada (CEM, 2010). Pondera, por
tanto, lo que cada una de las distintas
fuentes de incertidumbre pesa sobre la
incertidumbre final de la magnitud
medida (CEA-ENAC, 1998). Se puede
evaluar a partir de la funcién modelo que
describe el proceso de medicién y que
representa la respuesta del mensurando,
a partir de la siguiente expresién, que
es para el caso de medidas directas con
un calibrador igual a la unidad.

Coeficiente  cambio de la respuesta del mensurado
de = =1
sensibilidad cambio en el estimulo

Grados de libertad = N-1 =4-1 =3

El calibrador utilizado tiene una incer-
tidumbre en sus especificaciones dada y
suponiendo PDF rectangular tenemos:

= =4 mA
Coeficiente  cambio de la respuesta del mensurado
de = =1
sensibilidad cambio en el estimulo

Grados de libertad = o

La incertidumbre #3 debida a la reso-
lucién del instrumento se calcula consi-
derando que para 10 A la resolucién del
instrumento es de 10 mA, por lo que:

Suponemos PDF rectangular

Coeficiente de sensibilidad = 1

Grados de libertad = o

Como u3 es menor que ul, tomamos
solo ul. Ademds, al no utilizar poste-
riormente correccién alguna, considera-
mos la incertidumbre u4 de la desviacién
al nominal.
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PDF rectangular

Coeficiente de sensibilidad = 1

Grados de libertad = 3

Considerando que la calibracion se
realiza en un entorno con temperatura
controlada, despreciamos las incerti-
dumbres debidas a los efectos térmicos.
La incertidumbre combinada es, por
tanto:

Los grados efectivos de libertad los
obtenemos por aplicacién de la expre-
siéon de Welch-Satterthwaite.

De la tabla 4 correspondiente a la dis-
tribucion # para dos colas, vemos que para
4 grados de libertad y un nivel de con-
fianza del 95% corresponde un factor de
cobertura k = 2,78. Por ello, la incerti-
dumbre expandida es:

Uexp=ku _=2,7832,33 ~+ 90 mA

El valor final de la medida incluyendo
las incertidumbres para este valor cali-
brado es:

I=p = U expandida = 10,05 = 0,09 amperios

A un nivel de confianza del 95% con
distribucién normal.

Método de Montecarlo

El método de Montecarlo (MMC) es una
técnica numérica para calcular probabi-
lidades y otras cantidades relacionadas
utilizando secuencias de nimeros alea-
torios, en contraposicién con la GUM,
que utiliza métodos deterministas de esta-
distica clasica para la evaluacién de incer-
tidumbres tipo A, evaluando incerti-
dumbres tipo B y sus combinaciones por
medio del método bayesiano de solucio-
nes analiticas (CEM, 2010).

Es, por tanto, el MMC un método
estocdstico que utiliza una secuencia
de estados cuya evaluacion viene deter-
minada por sucesos al azar, en los que las
relaciones causa-efecto no explican la
evoluciéon de un sistema de manera
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determinista, sino en funcién de proba-
bilidades.

El término “método Montecarlo” fue
acuflado en 1949 por Stanislaw Marcin
Ulam y Nicholas Constantine Metropo-
lis en referencia al principado de
Ménaco, por ser esta la capital del juego
de azar, al tomar una ruleta como un
generador simple de nimeros aleatorios.

El MMC se convierte en una alterna-
tiva prictica a la GUM cuando:

— La linealizacién del modelo del
mensurando provee una representacion
poco adecuada.

— La PDF para el mensurando se
aparta de una distribucién gaussiana o de
una distribucién 7 escalada y sesgada,
debido a asimetrias.

— Se necesita validar los resultados
obtenidos por el método de la GUM,
ante procesos de acreditacién segin
ISO/IEC 17025, valoraciones de aptitud
e intercomparaciones entre laboratorios.

EI MMC permite combinar por simu-
lacién numérica probabilistica las PDF
de las magnitudes de entrada y obtener
la PDF del mensurando con PDF no
necesariamente normal o 7 como presu-
pone la GUM. Se evitan cdlculos con
derivadas parciales y cilculos de los gra-
dos efectivos de libertad por aplicacién
de la ecuacién clasica de Welch-Sat-
terthwaite.

El MMC resulta una forma cémoda
para determinar el camplimiento del “teo-
rema central del limite” ante determina-
das situaciones. El teorema central del
limite o mejor el teorema del limite cen-
tral, ya que central califica al limite mds
que al teorema, garantiza una distribucién
normal cuando el nimero de repeticiones
es suficientemente grande. Establece que
es suficiente que las variables que se suman
sean independientes, idénticamente dis-
tribuidas, con valor esperado y varianza
finitas (Blaiotta, 2004). Con todo, acredi-
tados analistas enuncian que la PDF nor-
mal o de Gauss es, en la prictica, la PDF
menos normal (Méndez, 2010). Con el
MMC esto se puede comprobar ficil-
mente después de realizar un nimero lo
suficientemente elevado de iteraciones
como se ilustra a continuacién en este arti-
culo con un sencillo ejemplo.

Operatoria del MMC
Para el caso de una sola variable el pro-
cedimiento es el siguiente:

— Generar una serie de nimeros ale-
atorios, 71, 72,..., rm, uniformemente
distribuidos en [0,1].

— Usar esta secuencia para producir
otra secuencia, x1, x2,..., xm, distribuida
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Patron Repetibilidad Eabbe
Var. VARIABLE Variable  Uniforme Valor salida

Min Méx  Anominal Normal Min Max Anominal Min
0,000 4,0000000 3,0638204 3,26675 {m 000 75500000 07640500 709  -244599 39,5267

10.000 repeticiones

800 —
700 —
600 —
[ Series 1
500

400 —

300 —

200 —
0 --lIIII Illll--

LI B S O e B e O B B B B B B R B
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51

Tabla 5. MMC pie de rey.

Av m o1 T p2 0 v
Uniforme VARIABLE VARIABLE VARIABLE VARIABLE Salida

Max Anominal  Normal Normal Normal Normal  Aleatorio
0,9000000 0,6981097 100,02 0,0010 18263  0,9980 0671439387 61,27 0,01 256,34

250 _|
[ Series 1

200

150

100 |
50 _| ||
o IIII'.'.'.

1 383 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51

Tabla 6. Aplicacion del MMC a una funcion de seis variables.

Tabla 7. Generacion de PDF trapezoidal por el MMC.

Variable  Uniforme Variable Uniforme

Min Max Anominal Min Max Anominal
-0,0300000 0,0300000 0,0086783 -0,0057000 0,0057000 0,0042566 0,01293 -0,0355 0,0356
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de acuerdo a la PDF en la que estamos
interesados.

— Usar la secuencia de valores x para
estimar alguna propiedad de f(x). Los
valores de x pueden tratarse como medi-
das simuladas y a partir de ellos puede
estimarse la probabilidad de que las x
tomen valores en una cierta regién.

Formalmente, un cilculo MMC no es
otra cosa que una integracién y el MMC
es muy util para integraciones multidi-
mensionales.

Precision del MMC
La precisién del MMC se define, apro-
ximadamente, como =1/Vn, en el que n
es el nimero de valores aleatorios gene-
rados. Si comparamos con otros méto-
dos de integracién numérica como el
método trapezoidal (método de integra-
cién numérica) tiene una precisién de,
aproximadamente, =1/n’. Cuando el
nimero de valores es alto como en el caso
multidimensional con d dimensiones,
la precisién del MMC es independiente
de d (siempre =1/Vn) mientras que, por
ejemplo, la del método trapezoidal tiene
una precisién de, aproximadamente,
=1/n* siendo dependiente del nimero
de dimensiones. Por eso para el caso mul-
tidimensional (d > 4 tipicamente) con
multiples variables de entrada, el MMC
da la mayor precisién.

Precision MMC =1/Vn(independiente
del niimero de dimensiones)

Su convergencia es proporcional a Vn
y su error es decreciente conforme
aumenta el nimero de iteraciones.

‘Software’ para implementar el MMC
Existe una amplia variedad de programas
cientificos y comerciales desarrollados
para realizar funciones matemadticas y
estadisticas para el anilisis de datos como:
Matlab, Maple, Labview, Microsoft
Excel, Lotus, etc. Para los cdlculos que
se presentan a continuacion se ha utili-
zado el programa comercial Microsoft
Excel, ya que estd ampliamente difun-
dido y, ademas, tiene una gran cantidad
de funciones disponibles sin necesidad
de programacion, con lo que se logran
resultados rapidamente. Ademds, cuenta
con herramientas tales como: andlisis de
datos, auditoria de férmulas y funciones
definidas por el usuario. También per-
mite programacién mediante: grabacién
de macros, edicién de macros en VBA
(Visual Basic for Applications) y demds.

Las funciones para desarrollar el
MMC con Excel son:

— Generacién de nimeros aleatorios
de diferentes tipos de PDF con Herra-
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mientas > Andlisis de datos > Generacion de
niimeros aleatorios. O bien utilizando la
funcion ALEATORIO (), que genera
numeros aleatorios entre 0 y 1 con una
PDF uniforme con la funcién ALEA-
TORIO.ENTRE (). Y en lenguaje de
Visual Basic con la funcién RND, que es
la abreviatura de random.

— Programar diferentes funciones
inversas de probabilidad generando la
probabilidad seudoaleatoria a partir de
la funciéon ALEATORIO() como:

DISTR.NORM.INV (ALEATORIO
(); media; desviacion estindar)

DISTR.T.INV (ALEATORIO ();
grados de libertad)

DISTR.LOG.INV (ALEATORIO ();
media; desviacion estdndar)

— Posibilidad de graficar histogramas
y PDF con:

Herramientas > Andlisis de datos...> His-
togramas, o utilizando la funcién FRE-
CUENCIA (datos; grupos).

— Calcular intervalos de cobertura
para cierto nivel de confianza con la
opcién:

Funcion PERCENTIL (matriz; k),
que permite establecer un umbral de
aceptacion. Es adecuada para cualquier
PDF resultante del mensurando.

Ejemplos de aplicacion del método

de Montecarlo

En la tabla 5 se reproduce el resultado
grifico de la aplicacion del MMC para
el caso de tres variables, dos de ellas con
PDF uniforme y una tercera con PDF
normal, correspondiente al ejemplo ante-
rior del pie de rey resuelto aplicando los
criterios de la GUM. Como se ve el
resultado o valor del mensurando para
este sencillo caso sigue una PDF normal
como lo muestra la grifica obtenida apli-
cando el MMC con 10.000 repeticiones.

El ndmero de variables de entrada
aumenta como en el caso de la tabla 6,
en la que se ha representado la aplicacién
del MMC a la determinacién de un volu-
men V, cuyo valor depende de seis varia-
bles, cuatro de ellas con PDF normal y
otras dos con PDF uniforme.

El valor resultante del mensurando no
tiene por qué cumplir el teorema del
limite central. Como lo muestra la PDF
obtenida al aplicar el MMC con 10.000
iteraciones utlizando una macro del tipo:

Sub volume ()
Dim i As Long
For i=1 To 10000
Cells (i, “H”) = Range (“D1”). Value
Next i
End Sub
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Obtenemos el resultado de la tabla 7.
El valor del mensurando distribuido con
una PDF se aleja de ser normal o de
Gauss en contra de lo predicho por el teo-
rema del limite central. Por ello, para este
caso el factor de cobertura para el 95%
de nivel de confianza seri distinto de dos.

Generacion de PDF con el método

de Montecarlo

Con el MMC se pueden simular distintas
funciones de densidad de probabilidad.
Por ejemplo, la representada en la tabla
7, en la que se muestra el resultado obte-
nido al simular una PDF trapezoidal.

Hay dos caminos para obtener una
PDF trapezoidal aplicando el MMC:

— Usar el método de la funcién
inversa.

— Generar y sumar dos distribucio-
nes uniformes.

Empleando el segundo camino, a par-
tir de la generacién de dos PDF unifor-
mes o rectangulares y su posterior suma
se ha obtenido la representacién mos-
trada en la tabla 7. Aunque al simular por
MMC se han realizado 1.000.000 de ite-
raciones con la ayuda de una macro gene-
rada al efecto, los resultados permane-
cen estables a partir de las 200 y 1.000
iteraciones. Esto es porque el valor de la
media y desviacién estindar se estacio-
nan a medida que aumenta la cantidad de
iteraciones. El nimero de iteraciones al
ocupar estas filas de la hoja de célculo
Excel se veria limitado a 16.384 en Excel
97,2 65.536 en Excel 2003 y solo en
Excel 2010 llegarfamos a 1.048.576 ite-
raciones posibles. Esto se debe a que al
generar las iteraciones con una macro
esta no permite trabajar con distintas
hojas de cilculo que lleven datos de varia-
bles, si se puede para trabajar con datos
de texto.

Se podrian generar de esta forma
comportamientos de variables de medida
a partir de la combinacién de variables
de entrada con distintas PDF: uniforme,
uniforme y normal o uniforme, normal
y triangular, etc.
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